Analiza I - seria 6.
Patryk Hes

1. Zbada¢ funkcje okreslong wzorem f(x) = sinzsin (2x) dlaxz € R.

I. Dziedzina

lloczyn dwoch funkcji zadanych na R tez jest funkcja za-
dana na R. Dziedzing zatem jest caly zbior R.

II. Ekstrema i punkty przegiecia

f'(x) = cosxsin 2z + 2sin x cos 2z

Wyznaczmy kandydatéw na ekstrema lub punkty przegie-

cia:
2sinx cos2x = — cos x sin 2x
2sin x cos 2¢ = —2 cos® zsin x
(sinz = 0) V (cos 2z = — cos® z)
(sinz = 0) V (cos’z — sin* z = — cos® z)

(sinz = 0) V (2cos® z = sin®z)

(sinz =0)V (3cos’z = 1)

(sinx =0)V (cosa: = %) V <cosa; = —%)

Lista kandydatow to:
o r =km
e r = 2km + arccos %

al-
w w

e x = 2km — arccos

o r =2km+ arccos(—\/%)

o x =2k — arccos(—\/ig)

co z wlasnosci arcus cosinusa sprowadza sie do:
o r =km
e r = km + arccos \/Lg
e © = km — arccos \/Lg
ale najwygodniej przypadki bedzie sie rozpatrywaé¢ w po-
staci:



o v =2km
r=(2k+1)m

_ 1
x = 2km + arccos 7

x = (2k + 1)m + arccos \/ig

e r = 2km — arccos \/Lg

xr = (2k + 1)m — arccos \/ig

Rozwazmy teraz druga pochodna:
f"(x) = 4 cos x cos 2z — Hsin x sin 2x
e Dla x = 2km:
sin(z) =0 cos(x) =1 sin(2z) =0 cos(2x) =1
ff(z)=4-1-1=4

czyli x = 2km to minima.

e Dla x = (2k + 1)m:
sin(z) =0 cos(z) =—1 sin(2z) =0 cos(2z) =1
frl) =4 (-1)-1= 4
czyli x = (2k + 1)7 to maksima.

e Dla z = 2k + arccos —=:

V3
sin(x) = \/g cos(x) = \/g sin(2z) = %ﬁ cos(2z) = —%

i) = =28

czyli © = 2km + arccos \/Lg to maksima.

e Dla z = (2k + 1)m + arccos \/ig:

sin(x) = —\/g cos(z) = —\/g sin(2x) = ¥ cos(2x) = —%



iy = 243

czyli x = (2k 4+ 1) + arccos \/ig to minima.

e Dla x = 2kw — arccos —=:

V3
sin(x) = —\/g cos(z) = \/g sin(2r) = —¥ cos(2x) = —%

i) = V3

czyli x = 2km — arccos \/ig to maksima.

e Dla x = (2k + 1)7 — arccos —=:

S

sin(z) = \/g cos(x) = — E sin(2r) = —¥ cos(2r) = —%

i) = 183

czyli x = (2k + 1)m — arccos \% to minima.

w

III. Asymptoty poziome

f(z) nie posiada asymptot poziomych, poniewaz jest funk-
cja okresowsq. Jesli potrzeba silniejszego argumentu, mozna
to pokaza¢ z definicji Cauchy’ego granicy w nieskoriczono-
Sci (nie moze by¢ to granica niewlasciwa, bo f(x) jest ogra-
niczone).

IV. Asymptoty pionowe

f(z) jest iloczynem dwoch funkeji ograniczonych, wiec sama
tez jest ograniczona - nie ma zatem asymptot pionowych.



f(x) = sin(x)sin(2x)
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Rysunek 1: Szkic wykresu



2. Wykazaé¢ nastepujaca nieréownosé¢ dla z > 0:

, 3 a2
sinx < x — 3 + 5
Rozwigzmy nieréwnosc:
) 3 2P 0
n J— [ —
sz —x + 3] 5l <

Oznaczmy f(z) = sinx—x—l—g—?—”g—i. Dla z = 0 mamy f(z) = 0.
Zastanowmy si¢ gdzie na przedziale (0,00) f(x) ma ekstrema?
Moze je mie¢ tam, gdzie f’(x) ma pierwiastki.

x?  xt

/ f— p— —_—— —
fi(x) =cosz —1+ TR
Zalozmy, ze istnieje co najmniej jeden taki xy > 0, ze f'(x¢) =
0. Zauwazmy, ze:

f”/(l’) — —f/(l’) _ %
zatem
() =~ 0 <0

4

Kazdy xo to punkt przegiecia f(x), a zarazem maksimum f'(z).
Skoro f'(z) dla x € (0, 00) osiaga maksymalnie 0, to poza miej-
scami zerowymi przyjmuje wartosci ujemne. To oznacza, ze
f(z) jest malejaca na catym przedziale (0, 00).



